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Àííîòàöèÿ
Ïîëó÷åíî ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Hµ -íåïðåðûâíîé ìàòðèöû-óíêöèè òðåòüåãî
ïîðÿäêà, çàäàííîé íà ïðîñòîì ãëàäêîì çàìêíóòîì êîíòóðå. Âûäåëåíû êëàññû ìàòðèö-
óíêöèé, äîïóñêàþùèõ ýåêòèâíóþ àêòîðèçàöèþ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãîëîìîðíûå óíêöèè, àêòîðèçàöèÿ ìàòðèö-óíêöèé.
Ïóñòü Γ  ïðîñòîé ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð, ðàçáèâàþùèé ïëîñêîñòü êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî íà äâå îáëàñòè D+ è D− (∞ ∈ D−) . Ïîä àêòîðèçàöèåé
Hµ -íåïðåðûâíîé íà Γ ìàòðèöû-óíêöèè (ñîêðàùåííî ì-) G(t) áóäåì ïîíèìàòü
åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå G(t) = G+(t)G−(t), t ∈ Γ , ãäå G(z)  ì- êîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà íà áåñêîíå÷íîñòè ([1℄, ñ. 12), detG(z) 6= 0 â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè, à íà
áåñêîíå÷íîñòè ïîðÿäîê detG−(z) ðàâåí ñóììå ïîðÿäêîâ κ1,κ2, . . . ,κn ñòðîê ì-
G−(z) . Ýòè ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûìè èíäåêñàìè, à èõ ñóììà κ = ind detG(t)
 ñóììàðíûì èíäåêñîì ì- G(t) . Åñëè íà áåñêîíå÷íîñòè ñóììà ïîðÿäêîâ ñòðîê
detG−(z) áîëüøå ïîðÿäêà íà áåñêîíå÷íîñòè ñàìîãî îïðåäåëèòåëÿ, òî áóäåì íàçû-
âàòü òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ì- G(t) íîðìàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì â ñèëó òîãî, ÷òî
ì-
X(z) = {G+(z), z ∈ D+; [G−(z)]−1, z ∈ D−}
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ìàòðèöåé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ è ïðè ïîìîùè èçâåñòíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ïðè-
âåäåíà ê êàíîíè÷åñêîé ìàòðèöå [1, ñ. 30, 40℄, à çíà÷èò, àêòîðèçóåòñÿ ýåêòèâíî.
Â ðàáîòå [2℄ â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàññìîòðåííûõ â íåé ñèíãóëÿðíûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Hµ -íåïðåðûâíîé íà Γ ì-
âòîðîãî ïîðÿäêà G(t) = ‖gij(t)‖, i, j = 1, 2 , îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ∆(t) , à òàêæå
ýëåìåíò g11(t) íå èìåþò íóëåé íà êîíòóðå:
G(t) = G+11(t)G0(t)G
−
11(t), (1)
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à ì-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Çäåñü ∆ = ∆+∆−, g11 = g
+
11g
−
11  àêòîðèçàöèÿ íà Γ óêàçàííûõ óíêöèé ñ èí-
äåêñàìè Êîøè κ è κ11 ñîîòâåòñòâåííî, à P è Q  îïåðàòîðû P = [I + S]/2,
Q = [I − S]/2 (I  åäèíè÷íûé, S  ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîðû). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ
(1), â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè îòíîøåíèå g21/g11 åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
íà Γ óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â D+ , ëèáî îòíîøåíèå g12/g11  ïðåäåëüíîå çíà-
÷åíèå íà Γ óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â D− è èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè èëè
ïîëèíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî l óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
l + 2κ11 − κ < 0,
òî ì- G0(t) ñòàíîâèòñÿ òðåóãîëüíîé è ì- G(t) ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû
[3℄, â êîòîðîé óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ìàòðèöû, àêòîðèçóåòñÿ
ýåêòèâíî. Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî óêàçàòü ÿâíûå îðìóëû äëÿ íîðìàëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ òðåóãîëüíûõ ì- âòîðîãî ïîðÿäêà, íî ìû èõ ïîëó÷èì íèæå êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ òðåóãîëüíûõ ì- òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Åñëè âñå ýëåìåíòû gij(t) , i, j = 1, 2 , íå èìåþò íóëåé íà êîíòóðå, òî, èñïîëü-
çóÿ ïåðåñòàíîâî÷íóþ ìàòðèöó, ïîëó÷èì äëÿ G(t) åùå òðè ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (1),
ïîçâîëÿþùèå ñîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ î åå ýåêòèâíîé
àêòîðèçàöèè.
Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ àêòè÷åñêè îçíà÷àþò, ÷òî ìîæíî óêàçàòü ì- H+(t) ñîîò-
âåòñòâåííî H−(t) , òàêèå, ÷òî ì- H+(t)G(t) èëè G(t)H−(t) ñòàíîâÿòñÿ òðåóãîëü-
íûìè.
Îäíàêî ïîäîáíîå (1) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ì- òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü, íà íàø âçãëÿä, áîëåå ñîäåðæàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Ïóñòü G(t) = ||gij(t)||, i, j = 1, 2, 3, ∆(t) = detG(t) 6= 0  Hµ -íåïðåðûâíàÿ
íà Γ ì-, ýëåìåíòû gij êîòîðîé, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìèíîðû Gij íå
îáðàùàþòñÿ â íóëü íà êîíòóðå. Ïóñòü ∆ = ∆+∆−, gij = g
+
ijg
−
ij , Gij = G
+
ijG
−
ij ,
i, j = 1, 2, 3 ,  àêòîðèçàöèÿ óêàçàííûõ óíêöèé ñ èíäåêñàìè Êîøè κ, κij è κ
ij ,
i, j = 1, 2, 3 , ñîîòâåòñòâåííî. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü íà Γ
ïðåäñòàâëåíèÿ
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è ïðåäñòàâëåíèÿ
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 = H+H−, (3)
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â êîòîðîì α = α+α−, β = β+β−, γ = γ+γ−  àêòîðèçàöèÿ íà íà Γ Hµ -íåïðå-
ðûâíûõ óíêöèé α, β, γ, à
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(5)
Ïðåäñòàâëåíèå (3)(5) åñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Hµ -
íåïðåðûâíîé íà Γ òðåóãîëüíîé ì- H, ïîçâîëÿþùåå ýåêòèâíî ïîñòðîèòü åå
àêòîðèçàöèþ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå µ = ν = 0 , γ = 1, ìèíîðû âòîðîãî ïîðÿäêà,
ñòîÿùèå â ëåâîì âåðõíåì óãëó ì- (3)(5), îïðåäåëÿþò íîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé ì- âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïóñòü Fi,j,k, i, j, k = 1, 2, 3, i 6= j 6= k  ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî
ïîðÿäêà: (f1i = f2j = f3k = 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëåâûå). Ïðè óìíîæåíèè
ì- G ñëåâà íà Fi,j,k ïåðâîé ñòàíîâèòñÿ ñòðîêà ì- G ñ íîìåðîì i, âòîðîé  ñ
íîìåðîì j è òðåòüåé  ñ íîìåðîì k, à ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà  ïåðâûì ñòàíîâèòñÿ
ñòîëáåö ñ íîìåðîì i, âòîðûì  ñ íîìåðîì j è òðåòüèì  ñ íîìåðîì k (F1,2,3 = E,
ãäå E  åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Î÷åâèäíî, îáðàòíàÿ ê ïåðåñòàíîâî÷íîé ìàòðèöå Fi,j,k
ñîâïàäàåò ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé F
′
i,j,k.
Äîìíîæàÿ ì- H ñëåâà è (èëè) ñïðàâà íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâî÷íóþ
ìàòðèöó, ïîëó÷èì íîðìàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíûõ ì- äðóãîãî âèäà.
Ôàêòîðèçóÿ â (2) äèàãîíàëüíóþ ì-, çàïèñûâàÿ íîðìàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
òðåóãîëüíûõ ì-, ïåðåñòàâëÿÿ äèàãîíàëüíûå àêòîðèçàöèîííûå ìíîæèòåëè ñ ñî-
ñåäíèìè ìíîæèòåëÿìè ïîëó÷åííûõ íîðìàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è âíîâü çàïèñûâàÿ
íîðìàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíûõ ì-, ïîñëå ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îáúåäèíåíèé ïîëó÷èì íà Γ ïðåäñòàâëåíèå
G(t) = H+(t)Ω(t)H−(t), (6)
â êîòîðîì ýëåìåíòû ì- ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
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àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ì- òðåòüåãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëå-
íèå (6) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, à çíà÷èò, ýåêòèâíî ïî-
ñòðîèòü åå àêòîðèçàöèþ. Ýòî, î÷åâèäíî, áóäåò âîçìîæíûì, åñëè ì- Ω(t) áóäåò
òðåóãîëüíîé, ëèáî ñòàíåò òàêîâîé ïðè óìíîæåíèè åå íà ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû.
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Ïóñòü îòíîøåíèÿ g21/g11, g31/g11, G23/G33 åñòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íà Γ
óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D+. Òîãäà ýëåìåíòû ω21, ω31, ω32 ì- Ω(t) áóäóò
ðàâíû íóëþ è îíà ñòàíîâèòñÿ òðåóãîëüíîé.
Ïóñòü êàæäîå èç îòíîøåíèé g12/g11, g13/g11, G32/G33 åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷å-
íèå íà Γ óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D− è èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè,
ëèáî ïîëèíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî l, m, èëè p óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó
íåðàâåíñòâó
l + 2κ11 − κ
33 < 0, (7)
m+ κ11 + κ
33 < 0, (8)
p+ 2κ33 − κ11 − κ < 0. (9)
Êðîìå òîãî, åñëè îòíîøåíèå g12/g11 ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè l, à îòíîøåíèå
G32/G33 åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â D
−, òî ïîðÿäîê ýòîé
óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè äîëæåí áûòü ìåíüøå −l. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ω12,
ω13, ω23 ðàâíû íóëþ, è ì- Ω(t) òàêæå áóäåò òðåóãîëüíîé.
Ïóñòü îòíîøåíèÿ g21/g11, g31/g11 ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè íà Γ
óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D+ , à îòíîøåíèå G32/G33 åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D− è èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî ïî-
ëèíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî p óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (9), òîãäà ýëåìåíòû ω21,
ω31, ω23 ðàâíû íóëþ, è ì- Ω(t) ñòàíîâèòñÿ òðåóãîëüíîé ïðè äîìíîæåíèè åå
ñëåâà è ñïðàâà íà ïåðåñòàíîâî÷íóþ ìàòðèöó F1,3,2. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå (6)
ïðèíèìàåò âèä
G(t) = H+(t)F
′
1,3,2Ω1(t)F
′
1,3,2H
−(t), (10)
â êîòîðîì
Ω1(t) = F1,3,2Ω(t)F1,3,2
åñòü òðåóãîëüíàÿ ì-.
Ïóñòü êàæäîå èç îòíîøåíèé g12/g11, g13/g11 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì
íà Γ óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D− è èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî
ïîëèíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî l èëè m óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó íåðàâåíñòâó
(7), (8). Ïóñòü òàêæå ïîðÿäîê íà áåñêîíå÷íîñòè Q[G32/G33] ìåíüøå −l, åñëè îò-
íîøåíèå g12/g11 ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè l, à îòíîøåíèå G23/G33 ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì íà Γ óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D+. Òîãäà ýëå-
ìåíòû ω12, ω13, ω32 ì- Ω(t) ðàâíû íóëþ, è ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ
(10).
Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé
Òåîðåìà 1. Ïóñòü G(t) = ‖gij(t)‖, i, j = 1, 2, 3, ∆(t) = detG(t) 6= 0 
Hµ -íåïðåðûâíàÿ íà Γ ì-, ýëåìåíò g11 êîòîðîé, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòàì gij ìèíîðû Gij íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà êîíòóðå. Ïóñòü, äàëåå,
∆ = ∆+∆−, g11 = g
+
11g
−
11, Gij = G
+
ijG
−
ij , i, j = 1, 2, 3,  àêòîðèçàöèÿ óêàçàííûõ
óíêöèé ñ èíäåêñàìè Êîøè κ, κ11 è κ
ij , i, j = 1, 2, 3, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
îòíîøåíèÿ g21/g11, g31/g11, G23/G33 åñòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íà Γ óíê-
öèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D+;
êàæäîå èç îòíîøåíèé g12/g11, g13/g11, G32/G33 åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå íà
Γ óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D− è èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè, ëè-
áî ïîëèíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî l, m èëè p óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó
íåðàâåíñòâó (7)(9), ïðè÷åì åñëè îòíîøåíèå g12/g11  ïîëèíîì ñòåïåíè l, à
G32/G33  ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â D
−, òî ïîðÿäîê åå
íà áåñêîíå÷íîñòè ìåíüøå −l;
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îòíîøåíèÿ g21/g11, g31/g11  ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íà Γ óíêöèé, àíàëèòè÷å-
ñêèõ â D+ , à îòíîøåíèå G32/G33  ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé
â îáëàñòè D− è èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî ïîëèíîì, ñòåïåíü êîòîðîãî
p óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (9);
êàæäîå èç îòíîøåíèé g12/g11, g13/g11 åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèÿ íà Γ óíê-
öèè, àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D− è èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî ïîëè-
íîì, ñòåïåíü êîòîðîãî l èëè m óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó íåðàâåíñòâó
(7), (8) è ïîðÿäîê íà áåñêîíå÷íîñòè Q[G32/G33] ìåíüøå −l, åñëè îòíîøåíèå
g12/g11  ïîëèíîì ñòåïåíè l, à îòíîøåíèå G23/G33  ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå óíê-
öèè, àíàëèòè÷åñêîé â D+.
Òîãäà àêòîðèçàöèÿ ì- G(t) ñâîäèòñÿ ê àêòîðèçàöèè òðåóãîëüíîé ì-.
àññìàòðèâàÿ ì- G1 = F1,3,2G, G2 = GF1,3,2, G3 = F1,3,2GF1,3,2 è çàïèñûâàÿ
äëÿ íèõ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (6), ïîëó÷èì åùå òðè ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
ì-:
G = F
′
1,3,2G1 = G2F
′
1,3,2 = F
′
1,3,2G3F
′
1,3,2.
Ïðè ïîìîùè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ýëåìåíòà g11(t) ì-
 G(t) äðóãèå åå ýëåìåíòû (ýòî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ÷åòûðüìÿ
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè), ïîëó÷èì åùå 32 ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (6), ïîçâîëÿþùèå
ñîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûå óêàçàííûì â òåîðåìå óñëîâèÿ åå ýåêòèâíîé àê-
òîðèçàöèè.
Summary
S.N. Kiyasov. Eetive Fatorization of Some Classes of Third-Order Matrix-Funtions.
A matrix representation is derived for Hµ -ontinues third-order matrix-funtions whih are
dened at a simple smooth losed urve. Some lasses of matrix-funtions admitting eetive
fatorization are revealed.
Key words: holomorphi funtions, fatorization of matrix-funtions.
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